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Resume: Nous decrivons quelques factorisations de polynomes sur des 
corps finis. Ces factorisation sont liees a la trace, aux compositions de 
polynomes et aux coefficients binomiaux. Comme consequence nous obtenons 
la description des polynomes irreductibles Q G F2 [x] tels que les polynomes 
Q{1 + X + x"^) (ou Q{x + x'^)) sont egalement irreductibles. 

Abstract: We present a few factorizations of polynomials over finite 
fields. These factorizations are related to traces, compositions of polynomi- 
als and binomial coefficients. As a corollary we obtain a description of all 
irreducible polynomials Q G F2[x] such that Q(l + a; + x^) (or Q{x + x"^)) 
remain irreducible. 



1 Resultats principaux 



Pour p un nombre premier, les racines du polynome — x £ Fp[x] sont 
les elements du corps fini ¥pi = ¥p[x]/{R) k q = elements oii i? G Fp[x] 
est un polynome irreductible de degre I. Rappelons la definition de la trace 
relative tr;(p) = X]fc=o/'^ ^ d'un element p G F^i. C'est done la trace 
de 1' application x 1 — > px, consideree comme endomorphisme Fp— lineaire 
de Fp,. Pour F = Ei=o ^ 

[x] un polynome irreductible de degre 
d divisant / nous posons tii{F) = tr;(p) = ~g pour definir sa trace 
relative ou p G F^i est une racine de F. 

Dans la suite, on identifiera generalement deux diviseurs F, G d'un polynome 
P G Fp[x] si G = XF pour A G F*. L'ensemble des diviseurs d'un polynome 
P sera defini comme l'ensemble des polynomes moniques divisant P. 

Le resultat suivant est, au moins partiellement, bien connu, voir par 
exemple la proposition 3.4.7 dans p. 

Theoreme 1.1 (i) Le polynome 

+ ^xP' GFp[x] 



l-i 

-a ' 

k=0 



est le produit de tous les facteurs irreductibles F divisant x^ — x dont la 
trace relative est tri{F) = a. 
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(ii) Pour a G ¥p et d un diviseur de I = df, le polynome 



/-I 

A:=0 



divise —da + ^ 



.1-1 

k=Q 



xP' G ¥p[x]. 



Notre preuve demontre une legere generalisation du theoreme 11.11 : On 
pent remplager le corps primaire Fp par le corps fini ¥q h q = p'^ elements. 
La factorisation partielle 



est I'ingredient principal de Talgorithme 3.4.8 dans ^ permettant la fac- 
torisation dans F2[x]. La caracterisation des diviseurs irreductibles de — a-|- 
^k^QxP G ¥p[x] en fonction de leurs traces simplifie legerement I'etude de 
cet algorithme. 

Avant de passer en caracteristique 2, mentionnons encore le resultat 
suivant (probablement bien connu) qui est valable pour un corps commutatif 
quelconque. 

Proposition 1.2 Considerons deux polyndmes Q,R K[x] d coefficients 
dans un corps commutatif K . Supposons Q irreductible. Alors son degre 
deg{Q) divise le degre de tout facteur irreductible F G K[x] du polynome 
compose Q o R G K[x]. 

La proposition 11.21 associe done a une paire de polynomes Q,R £ K[x] 
avec Q irreductible une partition Y2'j=i ''"j degre de R obtenue en con- 
siderant les degres {rj deg{Q)) = deg(Fj) des a facteurs irreductibles (pas 
necessairement distincts) du polynome compose Q o R = Fi---Fa- Un 
cas particulier amusant est la partition associee a Q o Q pour Q G K[x] 
irreductible. Y-a-t-il des restrictions sur les partitions obtenues a partir de 
QoQl (Cela semble etre le cas sur le corps F2: Les partitions / = 1+1+. . .+1 
n'apparaissent pas pour Q G F2[a;] irreductible de degre / G {2, . . . , 8}.) On 
pent egalement se poser des questions sur les frequences (asymptotiques) 
des partitions associees a Q o Q (respectivement Q o R) pour Q irreductible 
et Q (respectivement R) de degre grand etc. 

Pour P,Q£ ^q[x] a coefficients dans le corps fini a q = elements, Q 
irreductible de degre /, le nombre de facteurs irreductibles distincts F G ¥q[x] 
divisant QoR de degre un diviseur de dl est evidemment donne par le nombre 
de facteurs irreductible du plus grand diviseur commun entre QoRet x"^ —x 
(mod Q) o R. 
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Le premier cas non-trivial, obtenu en choisissant R parmi les polynomes 
x+x^, 1 + € F2 de degre 2 a coefficients dans F2 admet une description 

plus simple, donnee par le resultat suivant. (Les cas Q{x'^) = (Q(x))^ et 
Q{1 + x^) = {Q{1 + a;))2 e ¥2[x] sont sans interet.) 

Theoreme 1.3 Si Q = x^™ + Ylj=o^ ajx^ E ^2[x] est irreductible de degre 
pair I = 2m, alors les polynomes Q{x + x'^),Q{l + x + x^) € F2[x] sont 
irreductibles de degre 21 si la trace tri{Q) = a2m-i de Q vaut 1 et les deux 
polynomes Q{x + x^), Q{1 + x + x^) G F2[x] se decomposent en un produit 
de deux polynomes irreductibles de degre I et de meme trace sinon. 

Si Q = x^™'^^ + Yl'j=o^j^'^ ^ ^2(2;] est irreductible de degre impair 

1 = 2m + 1, alors le polyndme Q{l + a2m + x + x'^) € F2[x] est irreductible de 
degre 21 et le polyndme Q{a2m + x + x'^) G F2[x] se decompose en un produit 
de deux polynomes irreductibles de degre I et de traces differentes. 

Le theoreme II ■3l est relie a une jolie factorisation de x ~ +1 G F2[x] qui 
semble nouvelle. Nous I'appellerons la factorisation de Pascal car elle fait 
intervenir la reduction modulo 2 des coefficients binomiaux (™) = ^|^^_|_^^, 
constituant le triangle de Pascal. 

Theoreme 1.4 On a 

2^ — 1 I k \ 

fc=0 \ j=o ^ J 

L'outil principal pour prouver les theoremes 11.31 et 11.41 est un monoi'de 
decrit dans le chapitreEl On I'obtient en considerant un certain sous-espace 
vectoriel C Fp[x] qui est stable pour la composition des polynomes. 

2 Preuves du theoreme 11.11 et de la proposition II .21 

Preuve du theoreme 11.11 En posant X = X^jjlg ^^'^ dans I'identite triviale 
^ \[l~=i {X-a) = XP-X e Fp[X] on a 

p-i / i-i \ I i-i 

Q=0 \ /c=0 / k=l k=0 

Le polynome —a + X^jZ^g divise done x^' — x dans Fp[x]. 

Par definition de la trace relative tr;(F) = ^jZ,Q d'un diviseur irreductible 
F de — a + X^jZ.o^^''' racine p G F^i de F est egalement une racine 
de — tr;(F) + X^to^^*- Le polynome irreductible F G Fp[x] divise done 
— tr/(F) +X^fc=o^^ ^ Fp[x]. Ceci demontre I'assertion (i). 
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Posons q = p'^ et considerons le corps ¥q a q = p"^ elements. Les argu- 
ments utilises dans la preuve de I'assertion (i) montrent qu'on a egalement 

= x'^ — X = x^ — X G ¥p[x] . 

La trace tr/,F,(i^) = Y^lZl P'''' ^ (ou F{p) = pour p G F^/) d'un 
diviseur irreductible F = Y^jCtjx^ G ^q[x] de —a + X]a;=o done 
egalement donnee par a G ¥q. Le produit nf=o (X^j '^^ ^"') ^'^^ puis- 
sance (d'exposant un diviseur d) d'un polynome irreductible G G ¥p[x] divisi- 
ble par F. Sa trace tr^G) = Eto P"' = Etl (/^'' + /^''^' + • • • + 

a + a^ + . . . + 0^'' ^ vaut done da pour a G Fp. L'assertion (ii) decoule main- 
tenant de I'assertion (i). □ 
Preuve de la proposition E21 Soit p une racine d'un diviseur irreductible 
F de Q o R ^ K[x]. Le corps K[p] = K[x]/{F) contient done le sous-corps 
K[R(p)] qui est une extension de degre deg{Q) de K car R{p) est une racine 
du polynome irreductible Q £ K[x]. □ 



3 Le monoide de composition 

Lemma 3.1 Pour A = ca + ELo et B = es + ELo A^^' ^ ^pI^] 

avec eA, oiq,..., aa, eB,Po, ...,/?;, G Fp on a 

a+b 

AoB = ec + Y^ 7kxP' G Fp[x] 

fc=0 

avec ec = eA + es ELo Efcto Tfc^;'' = (ELo (^kx^) (ELo /^fc^'') ■ 

Preuve: Un calcul facile montre le resultat pour le cas particulier A = 
eA + 3;^" • Le cas general s'en deduit par linearite. □ 

Associons au polynome A = eA+Efc=o '^kx'^ ^ ¥p[x\ (avec e^i, oqi • • • > «a G 
Fp) le symbole (e^, Efc=o '^kX^) G Fp x Fp[x]. Par le lemme lXTl le polynome 
compose ^ o 2? de deux tels polynomes de symboles (e^, a) et {es, P) corre- 
spond au symbole {eA + a(l)eB,a/3)- Ce produit munit done I'ensemble 
Mp = Fp X Fp[x] de ces symboles d'une structure de monoide associa- 
tive et distributive a gauche pour la structure d'espace vectoriel evidente 
{eA,a) + X{eB,(3) = {eA + XeB,a + A/3) sur Aip. Nous appellerons A4p le 
monoide de composition. La projection sur le deuxieme facteur Fp[x] de Alp 
est un morphisme de monoide sur le monoide commutatif multiplicatif ¥[x]. 
La section a i — > (0, a) G Aip realise Fp[x] comme sous-anneau de I'espace 
vectoriel A4p. Un autre sous-anneau commutatif (qui n'est cependant pas 



4 



de type fini) est defini par le sous-ensemble ¥p x (x — l)¥p[x] du monoide 
M.p, augmente de sa structure d'espace vectoriel. L'element (0, 1) S M.p 
est une identite bilatere tandis que la multiplication (a gauche ou a droite) 
par (0, x) correspond a Taction de I'automorphisme de Frobenius. Le sous- 
ensemble Fp X F* C Aip est un sous-monoi'de isomorphe au groupe affine du 
corps ¥p. Mentionnons egalement que le monoide A4p possede des quotients 
commutatifs finis de la forme Fp x (Fp[x]/(G)) pour G € ¥p[x] un polynome 
divisible par x — 1. 

Remarque 3.2 Toutes les definitions et proprietes enoncees dans ce chapitre 
restent valable en remplagant p partout par une meme puissance q= p^ d'un 
nombre premier et en travaillant sur le corps fini ¥q a q elements. 

4 Preuves des theoremes 11.31 et 11.41 

Preuve du theoreme 11.31 Considerons d'abord Q E ¥2[x\ irreductible de 
degre pair I = 2m. Comme {Q1Q2) o R = (Qi o R){Q2 o R), par I'assertion 
(i) du theoreme II. n il suffit de montrer que le polynome (Ylk~o^ ^^'^^ o (e + 
X + x^) divise x^^™ + x et que le polynome ^1 -|- Ylt^^o^ ^^'^^ o (e -|- x + x^) 

est premier a x^^™ +x (il divisera alors x^*™ +x par la proposition ll.2|) pour 
e G F2. En travaillant dans le monoide M.2, on obtient (0, Ylt^o^ x^)(e, 1 -|- 
x) = (2me, H-x^*") = (0, l-t-x^™") correspondant a x-|-x^ dans le premier 
cas. Le deuxieme cas, (1, Yll^o^ 2;'^)(e, 1 -|- x) = (1, 1 -|- x^™), correspond a 
l-|-x-|-x qui est premier a x-|-x . La proposition ll.zK ou la factorisation 

/ .. r)2m \ / ^ / ^ i-)2m x o2m 1 x / ^ o2m ^ , ^ o2m x o2m 

{1+x+x^ ){i+{i+x+x^ y -^) = {i+x+x^ ) + {i+x+x^ y = 

x + x'^ ) termine la preuve pour Q irreductible de degre pair / = 2m. Nous 
laissons au lecteur le cas similaire oii Q est irreductible de degre impair. □ 

Preuve du theoreme 1 1.41 Considerons le polynome = l+Ylk=o (fc)^^ ^ 
F2[x] correspondant au symbole (1,(1 + x)'*) G A^2- Les identites faciles 
(1, 1 + x)(l, (1 + x)^) = (1, (1 + x)^)(0, 1 + x) = (1, (1 + x)'^+i) G M2 pour 
/i G N montrent qu'on a Pi o = o (x -|- x^) = Ph+i pour tout /i G N. 
En iterant I'identite Pi o P^^ = 1 + P^j -|- P^ = Pf^^i on obtient 

P^+l = l + P;,(l + P;,) = l+PftP;,_i(l+P/,_i) = ... 

= 1 + PhPh-1 ■ ■ ■ PiPoil + Po) = l + x YlLo Pk ■ 
Pour /i -|- 1 = 2" , on a done I'egalite 

2"-l 

P2„ = 1 + X X^'" = 1 + X ]J Pfc 

A;=0 

qui demontre le theoreme. □ 
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Remarque 4.1 Le produit 

22" -1 

P2,.-i ■ ■ ■ P2"-l = ^ G F2[X] 

-1 + 1 

s'identifie au produit de tous les polyndmes irreductihles distincts de degre 
2" dans ¥2[x]. Le theoreme applique d P2n-i = 1 + X^fc=o^ (^'^ 
theoreme \l.,y\ applique aux identites Ph+i = Ph° + x'^) ) montre qu'un tel 
polyndme irreductible F = 22k=o divise le dernier facteur P2n-i si et 

seulement si sa trace tr2n{F) = a;2"-i vaut 1. Mentionnons egalement que 
les formules Ph+i = Ph°Pi = Ph°{x + x'^) pour h > 1 illustrent et precisent 
le theoreme M.'A 

Remarque 4.2 Pour p un premier quelconque (ou plus generalement pour 
q = p'^ une puissance d'un premier), les polyndmes 

ont egalement des proprietes interessantes: Ph^a divise Ph+i,2a car 

= (-«+E.aK) + (-«+E.(^yT 

pour p £ ¥p une racine de Ph,a- Le polyndme Ph,a divise done Ppn^2p"-'^a 
pour h < p^ . II divise done egalement x'^ —x en appliquant le theoreme \l.l\ 
d Pp„ 2P"-ha = TP - a+x+x^ . L'ensemble des polyndmes Ph^a correspond 
au sous-monoi'de ¥p x + de M.p. II est done ferme pour la composition 
et 
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